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Variedades

Definigao

O espaco topologico M € uma n-variedade suave se cada
ponto p € M tem uma vizinhanca aberta U > p equipada com
uma carta coordenada ¢ : U — R" que é um homeomorfismo
sobre sua imagem. Além disso, supomos que as cartas
coordenadas formam um atlas diferencidvel.

As cartas coordenadas formam um atlas diferencidvel se, para
quaisquer cartas

o:U—R" ¢ p:V—R"
tais que UNV # @, a composicdo 1) o o~
uma tnversa diferencidvel.

€ diferencidvel e tem
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Variedades

D &

Vo W_l‘y(b’ﬂV)
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O circulo

Seja S' = {z € R?: ||z|| = 1}, vamos mostrar que S* é uma
1-variedade.
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O circulo

Seja S' = {z € R?: ||z|| = 1}, vamos mostrar que S* é uma
1-variedade. Sejam

Ur ={(z,y) € §%y > 0}

Us ={(z,y) € S*;y < 0}

Us ={(z,y) € S*;z > 0}

Uy ={(z,y) € S,z <0} e
e1: 01 — (-1,1), (z,y)—=x
w2 : Uy — (—1,1), (z,y)—x
p3:Us = (=1,1), (z,y) =y
pa:Us— (-1,1), (z,9) =y
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O circulo

Seja S' = {z € R?: ||z|| = 1}, vamos mostrar que S* é uma
1-variedade. Sejam

Ur ={(z,y) € §%y > 0}

Us ={(z,y) € S*;y < 0}

Us ={(z,y) € S*;z > 0}

Uy ={(z,y) € S,z <0} e
e1: 01 — (-1,1), (z,y)—=x
w2 : Uy — (—1,1), (z,y)—x
p3:Us = (=1,1), (z,y) =y
pa:Us— (-1,1), (z,9) =y

Entao {(Uj, ;) }i=1,..4 constitui um atlas topologico.
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O circulo

Resta-nos provar que os mapas de transicao ¢; o <pj_1 sao suaves.
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O circulo

Resta-nos provar que os mapas de transicao ¢; o <pj_1 sao suaves.

Consideremos 3 0 7! : @1 (U1 NU3) — p3(Ur N Us)

w3007 (z) = p3(z, V1 — 22) = /1 — 22

é claramente C*° em (0,1) > z

Analogamente, temos os outros casos.
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Consideremos S™ C R**! = R™ x R, onde usamos as
coordenadas (x,t) € R” x R. Usando a notagdo N = (0,1) e
S = (0,—1), definimos

Us =S"\ {N}
Un =SSN\ {S}
(§
1
9s:Us = R, gs(x,t) = — -x
Uy - R" (x,t) = ! x
gN ‘' UN , gNI(X, _1+t
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As inversas sao

—1( ) 2w ||W||2 =1
W) =
9s wZ+ 1 w2 +1

_1(w) B ow —HWH2 +1
IV = WP+ 1wz +1 )
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As inversas sao

—1( ) 2w ||W||2 =1
W) =
9s wZ+ 1 w2 +1

(§

_1(w) B ow —HWH2 +1
IV = WP+ 1wz +1 )

As trocas de coordenadas, definidas em R \ {0} s&o:

gnN O!];l(z) = 9gs Og]:/'l(z) = ||Z||

820 as inversoes na esfera unitaria em R".
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Variedades suaves

Proposicao

Se M e N sao duas variedades diferencidveis de dim M = m e

dim N =n entao M x N € uma variedade diferencidvel de
dimensao n + m.
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Variedades suaves

Proposicao

Se M e N sao duas variedades diferencidveis de dim M = m e
dim N =n entao M x N € uma variedade diferencidvel de
dimensao n + m.

Ideia da Prova:
Sejam {Ua, ¢a} € {V3,13} dois atlas diferenciaveis sobre M e N
entao

{Ua X VBa@a X ¢B)}

é um atlas diferencidvel sobre M x N.
Yo X Y : Uy X Vg = 0o (Uq) x 9¥5(V3) C R™ x R"
(,9) = (pa(p), ¥5(q)).

o
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Variedades suaves

St x St (toro)
St xR (cilindro)
T =8 x ... x St

sao variedades suaves.
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Colagem de Poligonos

Qual superficie é esse quociente?

r =

| 11/36 33% Coloquio Brasileiro de Matematica-IMPA



Colagem de Poligonos
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Colagem de Poligonos

Observacao

Ezxiste um homeomorfismo explicito entre o toro retangular e o
toro de revolucao.
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Colagem de Poligonos

Observagao
Existe um homeomorfismo explicito entre o toro retangular e o
toro de revolucao.

Ideia da prova:
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Colagem de Poligonos

Observagao
Existe um homeomorfismo explicito entre o toro retangular e o
toro de revolucao.

Ideia da prova:

Uma férmula que define o toro
de revolugao 7',

X :(0,2m) x (0,2m) = T, &
dada por

X(u,v) = ((rcosu+ a)cosv, (rcosu+ a)senv, rsenu)
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Colagem de Poligonos

Podemos definir

X :[0,27]/(0 ~ 27) x [0,27]/(0 ~ 27) = T
X ([u], [v]) = ((r cosu + a) cosv, (rcosu + a) sen v, r sen )

e teremos que este serd um homeomorfismo entre o toro plano e
o toro de revolugao.

Alguns links interessantes:
https://www.geogebra.org/m/hbYvw5Sp
https://www.geogebra.org/m/ZcEByA4B
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Colagem de Poligonos

Qual superficie é esse quociente?

| 16/36 33% Coloquio Brasileiro de Matematica-IMPA



Colagem de Poligonos
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Colagem de Poligonos

-
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Colagem de Poligonos

A
NN

| 19/36 33% Coloquio Brasileiro de Matematica-IMPA



Geometria Fuclidiana

Para relembrar...

Definicao

Uma métrica riemanniana na variedade M € uma escolha
de uma forma bilinear simétrica (-,-) em cada espago tangente

T,M. A familia de formas {(-,-)}pers tem de satisfazer as
sequintes propriedades: Para cada p e cada vetor tangente v em

p, temos

(v, v)p >0
(v,v), =0=>v=0

O produto escalar (v, v), depende suavemente do ponto p.
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Geometria Fuclidiana

Suponha M = {(z,t) € R? : t > 0} tem a métrica riemanniana

dada por

<[U1] |:'U1:| >M _ U1U1 + URV2
ug |’ |vo @) 12 ’

Vamos calcular o comprimento, nessa métrica riemanniana, do
segmento vertical entre os pontos (0,a) e (0,b), onde b > a > 0.

| 21/36 33% Coloquio Brasileiro de Matematica-IMPA



Geometria Fuclidiana

Exemplo

Suponha M = {(z,t) € R? : t > 0} tem a métrica riemanniana

dada por
< |:U1:| |:'U1:| >M _ U1U1 + URV2
us |’ | v @) t2 ’

Vamos calcular o comprimento, nessa métrica riemanniana, do
segmento vertical entre os pontos (0,a) e (0,b), onde b > a > 0.

Com efeito, dadas

y: [a,b] - M g: [0,1] — [a, b]
y — (0,y) x = (b—a)x+a
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Geometria Fuclidiana

Temos
v: [0,1] — M
t — (0,(b—a)t+a)
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Geometria Fuclidiana

Temos
v: [0,1] — M
t — (0,(b—a)t+a)

Ou seja, v/(t) = (0,b — a). Portanto,

[t (b-a)
comp’y—/o —((b—a)t-l—a)dt
1

=In((b—a)t+a)

0
=Inb—1Ina

=In—.
a
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Geometria Fuclidiana

Temos
v: [0,1] — M

t — (0,(b—a)t+a)
Ou seja, v/(t) = (0,b — a). Portanto,

(b—a)

1
o= || oy ra
1

=In((b—a)t+a)

0
=Inb—1Ina

=In—.
a

Obs. Poderiamos fazer

b b
1 b
compaz/ |w<t>||2=/ =Mt} =ln-.
a a t

a
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Geometria Fuclidiana

Definicao

Seja M uma variedade suave com uma métrica riemanniana
{(-, )ptpers. Um difeomorfismo 1 : M — M ¢é uma isometria
de M se, para cada ponto p € M e cada par de vetores tangentes
v,we T,M, vale a igualdade

(v, w)p = (DPp(v), D (W))y(p)-
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Geometria Fuclidiana

Definicao

Seja M uma variedade suave com uma métrica riemanniana
{(-, )ptperm- Um difeomorfismo ¢ : M — M € uma isometria
de M se, para cada ponto p € M e cada par de vetores tangentes
v,we T,M, vale a igualdade

(v, w)p = (DPp(v), D (W))y(p)-

Observagao

Isom(M) e Isom™ (M) sdo grupos com a operagio bindria o
da composi¢ao de fungoes.
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Geometria Fuclidiana

Exemplo

Voltando ao exemplo de M = {(z,t) € R%: t > 0}, consideremos
a 1nversao no circulo unitdrio,

= ————(x,t), ¢: M — M.
Vamos mostrar que v € uma isometria, ou seja,

<’U, w> (z,t) — <DL(z,t) (’U), D[/(a:,t) (w)>b(a:,t)

para quaisquer vetores v, w.
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Geometria Fuclidiana

Temos que
2_ 2
D, = |:a_’zvl 8_LIEL:| — (tt2+1?2)2 - (t23f§22)2 _ 1 |:t2 — 1'2 ;2t$2:|
ﬁ # - (tzit;’z)z (t€+_$t2)2 (t2 + il?2)2 —2tx x° —t
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Geometria Fuclidiana

Temos que
2_ 2
D, = |:a_’zvl 8_LIEL:| — (tt2+1?2)2 - (t23f§22)2 _ 1 |:t2 — 1'2 ;2t$2:|
ﬁ # - (tzit;’z)z (t€+_$t2)2 (t2 + il?2)2 —2tx x° —t
Por um lado,
_ V1w1 + Vw2

<V7 W> (zyt) — 2
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Geometria Fuclidiana

Por outro lado,

(+22)? 1

_ T
(Dev), De(W))(a) =2 &5 ) (Dew) T (Do)
1 T T
me Dv” Duv
1 T2
“B@Eyap” OV
_ 1 w? (t* 4 2?)? 0 v
_t2(t2+$2)2 0 (x2 —|—t2)2
1
RGGET R
1
_t_QWTV
1
t_2<vvw>'
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Geometria Fuclidiana

Seja A uma matrizn x n. A deriwada da transformacao linear
x— Az € constante e igual a matriz A.
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Geometria Fuclidiana

Exemplo

Seja A uma matrizn x n. A deriwada da transformacao linear
x— Az € constante e igual a matriz A.

a1l a2 - Qlp
. ) ag1 ag2 - dg2n
Com efeito, seja A = . Dessa forma,
Anl Ap2 -+ Qpp
a1171 + 1272 + -+ * - 1Ty Fi(x1,20,--- , Zn)
a21T1 + A22T2 + - * - A2 Ty, Fy(x1, 22, -+, 2n)
X = —
An1T1 + 222 + - - - Applnp Fn(xlax%"' ,.%'n)
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Geometria Fuclidiana

E, consequentemente, a matriz Jacobiana seré dada por

OF . oOF

0 0.

oF, .. OB
J(Ax) = | o Oom | = 4

0x1 OTn

| 28/36 33% Coloquio Brasileiro de Matematica-IMPA



Geometria Fuclidiana

A transformacdo T — Ax é uma isometria da geometria
euclidiana, desde que A € O(n).
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Geometria Fuclidiana

Exemplo

A transformacdo T — Ax é uma isometria da geometria
euclidiana, desde que A € O(n).

De fato, temos que
(DA(v), DA(w)) = (Av, Aw) = (v,w)

ja que A € O(n).
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Geometria Fuclidiana

Teorema

Cada isometria euclidiana 1 : R™ — R"™ que fiza a origem
0 € R"tem a forma (x) = Ax para uma matriz A € O(n).
Reciprocamente, cada matriz A € O(n) determina uma
isometria euclidiana.
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Geometria Fuclidiana

Existem isometrias de R"™ que nao fixam a origem. Por exemplo,
a translacao pelo vetor b € R™,

H(x)=x+Db

leva a origem 0 € R™ ao ponto b.
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Geometria Fuclidiana

Existem isometrias de R"™ que nao fixam a origem. Por exemplo,
a translacao pelo vetor b € R™,

H(x)=x+Db

leva a origem 0 € R™ ao ponto b.

Exemplo

Para qualquer vetor fixo b € R™, a translagdo 1y € uma
1sometria da geometria euclidiana.
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Geometria Fuclidiana

Existem isometrias de R™ que nao fixam a origem. Por exemplo,
a translacao pelo vetor b € R™,

(x)=%x+Db

leva a origem 0 € R™ ao ponto b.

Exemplo

Para qualquer vetor fixo b € R™, a translagdo 1y € uma
1sometria da geometria euclidiana.

Temos que D7p(x) = id(x). Entao,

(D1p(v), D1p(w)) = (id(v),id(w)) = (v, w).
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[sometrias Fuclidiana

Se combinarmos as isometrias da forma 1 (x) = Ax com as
translacoes do slide anterior, obtemos um nova isometria

¢(x) =Ax+b, AcO(n),beR"
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[sometrias Fuclidiana

Se combinarmos as isometrias da forma 1 (x) = Ax com as
translagoes do slide anterior, obtemos um nova isometria

¢(x) =Ax+b, AcO(n),beR"

Teorema

Cada isometria ¢ € Isom(R"™) da geometria euclidiana tem a

forma ¢(x) = Az+ b para uma inica matriz ortogonal A € O(n)
e um unico vetor b € R™.
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Geometria Fuclidiana

Ideia da Prova.

Seja ¢ € Isom(R™) uma isometria qualquer e definamos
b = ¢(0) € R".
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Geometria Fuclidiana

Ideia da Prova.
Seja ¢ € Isom(R™) uma isometria qualquer e definamos
b = ¢(0) € R™. A composigao 1 := 7_p, 0 ¢ é uma isometria de

R”. Entao,

$(0) = (70 9) (0) = (0) ~b=b—b = 0.
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Geometria Fuclidiana

Ideia da Prova.

Seja ¢ € Isom(R™) uma isometria qualquer e definamos
b = ¢(0) € R™. A composigao 1 := 7_p, 0 ¢ é uma isometria de
R”. Entao,

$(0) = (70 9) (0) = (0) ~b=b—b = 0.

Pelo resultado visto anteriormente, existe uma tnica matriz
A € O(n) tal que ¥(x) = Ax. Assim,

$(x) =id og(x)
=(b © 7-b) © H(X)
=Tb © (T-b © ¢)(X)
=Tp 0 P(x)
=Ax+b. O
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Geometria Fuclidiana

Seja M uma variedade riemanniana e seja Isom(M) o grupo de
isometrias de M.

A wvariedade riemanniana M € chamada homogénea se,
para quaisquer pontos p,q € M, existe wma isometria
Y € Isom(M) tal que ¥(p) = q.
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Geometria Fuclidiana

Seja M uma variedade riemanniana e seja Isom(M) o grupo de
isometrias de M.

A wvariedade riemanniana M € chamada homogénea se,
para quaisquer pontos p,q € M, existe wma isometria

Y € Isom(M) tal que ¥(p) = q.

A wvariedade riemanniana M € isotropica se, para cada
ponto p € M e quaisquer vetores tangentes v, w € T,M, de

norma 1, existe uma isometria ¢ € Isom(M) que fixa p e
satisfaz D (v) = w.
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Geometria Fuclidiana

R™ ¢ uma variedade riemanniana homogénea e isotropica.
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Geometria Fuclidiana

R™ ¢ uma variedade riemanniana homogénea e isotropica.

Homogeneidade: Sejam p, ¢ dois pontos R", e seja
¥ : R"™ — R", dada por ¢(x) = Ix + q¢ — p, temos que
¥ € Isom(R™), além disso, 1(p) = ¢q. Portanto R™ é homogéneo.
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Geometria Fuclidiana

R™ ¢ uma variedade riemanniana homogénea e isotropica.

Homogeneidade: Sejam p, ¢ dois pontos R™, e seja
¥ : R"™ — R", dada por ¢(x) = Ix + q¢ — p, temos que
¥ € Isom(R™), além disso, 1(p) = ¢q. Portanto R™ é homogéneo.

Isotropia: Sem perder a generalidade, vamos assumir que p é a
origem. Sejam v, w € TpM, tal que ||v|| = ||w|| = 1, entéo
existe A € O(n), tal que Av = w (exercicio 1.4.5 e), definindo

¥ € Isom(R"™), dada por ¢ (z) = Az, temos que ¥(p) = p, e

Dy = A, portanto, DA(v) = w.
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Extras




Colagem de Poligonos

O toro plano tem a mesma topologia da superficie de um
donnut.

Fonte: The Shape of Space - Jeffrey R. Wee_ks.
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Topologia de superticies

L
)
~ / ?’"“?
} <5 U
Fonte: The Shape of Space - Jeffrey R. Weeks.

As duas superficies & esquerda sao topologicamente indistinguiveis,
assim como as duas a direita.
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Acao de grupos

Uma forma simples de definir uma agdo de G em X é como um
homomorfismo G — Aut(X), onde Aut(X) é o grupo de
automorfismos de X.
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Acao de grupos

Uma forma simples de definir uma agdo de G em X é como um
homomorfismo G — Aut(X), onde Aut(X) é o grupo de
automorfismos de X.

Definicao

Em geral, definimos uma agao & esquerda de G em um conjunto
X como uma transformacao

2 Gx X=X, (gx)—~g-x

com as duas propriedades a sequir, onde e € G € a identidade
em G e g,h € G sao quaisquer dois elementos:

e-r =z,

(gh) -z =g - (h-z).
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Quociente pela acao de grupos

O quociente do grupo de Lie R pela agao (a direita ou a
esquerda, tanto faz) do subgrupo (discreto) Z < R: R/Z é o
quociente de R pela relacao que declara equivalentes dois pontos
z,y € R se existe n € Z tal que y =z + n.
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Quociente pela acao de grupos

O quociente do grupo de Lie R pela agao (a direita ou a
esquerda, tanto faz) do subgrupo (discreto) Z < R: R/Z é o
quociente de R pela relacao que declara equivalentes dois pontos
z,y € R se existe n € Z tal que y =z + n.

Para R/Z podemos observar que toda classe de equivaléncia tem
um representante no intervalo [0, 1].

Por outro lado, com excegao de 0 e 1 que sao equivalentes, nao
h& nenhum outro par de pontos equivalentes no intervalo [0, 1].
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Quociente pela acao de grupos

O quociente do grupo de Lie R pela agao (a direita ou a
esquerda, tanto faz) do subgrupo (discreto) Z < R: R/Z é o
quociente de R pela relacao que declara equivalentes dois pontos
z,y € R se existe n € Z tal que y =z + n.

Para R/Z podemos observar que toda classe de equivaléncia tem
um representante no intervalo [0, 1].

Por outro lado, com excegao de 0 e 1 que sao equivalentes, nao
h& nenhum outro par de pontos equivalentes no intervalo [0, 1].

Conclusao: R/Z pode ser entendido como o quociente do
intervalo [0, 1] pela decomposigao cujo tnico conjunto nao
degenerado ¢ o par {0,1}. E chegamos assim ao circulo
[0,1]/(0 ~ 1).
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