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Nimeros Complexos

Para dois niimeros reais a, b, vamos considerar a matriz
a —b
Myp = .
b a

Com essa notacao, podemos definir o conjunto C dos niameros

complexos como
C:={Myp:a,beR}.
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Nimeros Complexos

Para dois niimeros reais a, b, vamos considerar a matriz
a —b
Myp = .
b a

Com essa notacao, podemos definir o conjunto C dos niimeros
complexos como
C:={Myp:a,beR}.

e Somas e produtos de quaisquer elementos de C pertencem a C
também, o que mostra que C é um anel de matrizes.

e Uma matriz M, tem uma inversa se e s6 se det M, # 0.

1 a b
1 _
Moo = a? + b? {—b a}
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O circulo

O conjunto de ntameros complexos de moédulo 1 é fechado sob
multiplicagao e, geometricamente, esse conjunto é simplesmente
o circulo unitéario S* c C,

St={zeC:|22=1}.
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O circulo

O conjunto de ntameros complexos de moédulo 1 é fechado sob
multiplicagao e, geometricamente, esse conjunto é simplesmente

o circulo unitéario S* c C,
Sl={zeC:|z2=1}.

A definigdo matricial oferece uma nova maneira de pensarmos
sobre o grupo S! :

St = (M, : det(M,p) = 1}

com a operacao de produto de nimeros complexos ou produto
matricial.

4/34 33% Coloquio Brasileiro de Matematica-IMPA



O circulo

O conjunto de ntameros complexos de moédulo 1 é fechado sob
multiplicagao e, geometricamente, esse conjunto é simplesmente
o circulo unitéario S* c C,

Sl={zeC:|z2=1}.

A definigdo matricial oferece uma nova maneira de pensarmos
sobre o grupo S! :

St = (M, : det(M,p) = 1}

com a operacao de produto de nimeros complexos ou produto
matricial.

e O grupo S*' & isomorfo ao grupo SO(2) de matrizes ortogonais
com determinante igual a 1.
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Quatérnios

Definimos os quatérnios como as matrizes da forma

Mzw

-l

onde z,w sao niumeros complexos.
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Quatérnios

Definicao

Definimos os quatérnios como as matrizes da forma

z —Ww
M = [w z ]

onde z,w sao niumeros complexos.

O conjunto de todos os quatérnios sera denotado por

H:={M,,:2z,we C}.
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Estrutura algébrica dos quatérnios

Propriedades

e Somas e produtos dos elementos de H também pertencem a H.

e H tem uma estrutura de espacgo vetorial sobre o corpo dos
nameros reais.

e As estruturas de espago vetorial e de anel sdo compativeis no
seguinte sentido: se, a,b € R e A, B € H entao

(aA)(bB) = (ab)(AB).
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Propriedades dos Quatérnios

Dados dois ntmeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di, onde
a,b,c,d € R, podemos decompor o quatérnio M. ,, da seguinte
maneira:

T le—di a—bi

=y 3 +elo % +ell ]+ T

=al + bi + ¢j + dk

o 2o e 5]

_ [a-l—bi —c—dz}

onde
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Propriedades dos Quatérnios

H é um espago vetorial real de dimensao 4.
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Propriedades dos Quatérnios

H é um espago vetorial real de dimensao 4.

Dados a, b, c,d € R temos

0=oal+bi+cj+dk= [CH'M _C_dl].

c—di a—W

Ou seja, 0 = a + bi = 2bi e 0 = —c — di = —2¢. Portanto,
a=b=c=d =0 e, consequentemente, 1, i, j, k sao
linearmente independentes sobre R.
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A definicao mais corriqueira

Tratando H como um espaco vetorial, podemos escrever,
H={al+bi+cj+dk:a,b,cdecR},

onde simplesmente identificamos a expressao al + bi + ¢j + dk a
quadrupla ordenada (a, b, ¢, d).
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A definicao mais corriqueira

foe — 757 5225322 ]
Tratando H como um espaco vetorial, podemos escrever,

H={al+bi+cj+dk:a,b,cdecR},

onde simplesmente identificamos a expressao al + bi + ¢j + dk a
quadrupla ordenada (a, b, ¢, d).

Declaremos 1 ser a unidade multiplicativa e definamos os
produtos

i=j"=-1, ij=k=-ji, jk=i=-kj, ki=j=-ik,

e estendamos a operacao de produto para todo H de forma que
seja linear sobre os reais e seja distributiva em relagao a soma.
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A defini¢ao mais corriqueira

e Denotaremos assim o quatérnio al + bi + ¢j + dk simplesmente
por a + bi + ¢j + dk.
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A defini¢ao mais corriqueira

e Denotaremos assim o quatérnio al + bi + ¢j + dk simplesmente
por a + bi + ¢j + dk.

e O nimero real a é chamado da parte real do quatérnio
a+bi+ cj+ dk.
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A definicao mais corriqueira

e Denotaremos assim o quatérnio al + bi + ¢j + dk simplesmente
por a + bi + ¢j + dk.

e O numero real a é chamado da parte real do quatérnio
a+ bi+ cj + dk.

A forma mais corriqueira de definir os quatérnios é:

H={a+bi+cj+dk: a,b,cdecR}.
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Quatérnios

Existe um isomorfismo entre as defini¢oes de quatérnios vistas
até aqui:

. . bi —c—di
q:a+b1-|-CJ-|-dk<—>Mq:Ma+ib,0+id:[a—i_ ’ . Z]

c—di a—bi
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Propriedades dos Quatérnios

Temos que
(a+bi+cj+dk)-(a—bi—cj—dk)=a’>+®+2+d? R

e, como consequéncia, se a® + b? + ¢? 4+ d? # 0 entdo o quatérnio
q = a + bi + ¢j + dk tem um inverso multiplicativo dado por:

¢4:< - )-m-m-q—dm.

a®+ b2+ 2+ d?
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Definicoes importantes

Definigao

A norma do quatérnio q = a + bi+ cj+ dk, onde a,b,c,d sao
numeros reais €:

llall = Va2+ 2 +2+d2e [0, 00),

que corresponde a norma euclidiana do vetor (a,b,c,d) € R* que
€ estritamente positiva a menos que q = 0.
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Definicoes importantes

Definicao

A norma do quatérnio q = a + bi+ cj+ dk, onde a,b,c,d sao
numeros reais €:

llall = Va2+ 2 +2+d2e [0, 00),

que corresponde a norma euclidiana do vetor (a,b,c,d) € R* que
€ estritamente positiva a menos que q = 0.

Definigao

O conjugado do quatérnio q = a + bi+ cj+ dk, onde a,b,c,d
$a0 numeros reais €:

q=a—bi—cj— dk.
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Defini¢oes importantes

Com as defini¢goes anteriores concluimos que

q-q=|lql

e que

11
lall?

q q.

OBS: Um quatérnio q é um nimero real, chamado quatérnio
real, se e somente se, @ = q. Um quatérnio da forma
q = bi + ¢j + dk é chamado de quatérnio puro.
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Exemplo

Es

Um quatérnio q é puro se e s se @ € real nio positivo.
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Exemplo

Exemplo

Um quatérnio q é puro se e s se @ € real nio positivo.

Primeiramente observemos que

(@1 + g2l + Q3.] + @ik) - (@1 + 21 + 3] + quk)

(6§ — a3 — a5 — a3) + (a2 + q2q1 + G304 — q303)i
(q1q

(at

+

193 + @301 + q4G2 — 2q4)j + (q1q4 + Q@1 + @293 — @3q2)k
G- -3 —a)+ Cae)i+ (2aea)i+ 2aqu)k.

Entao, se q ¢ um quatérnio puro, por definigao, ¢; = 0. Dessa
forma, q® = —q% — q3 — q4 < 0. Reciprocamente, para que q>
pertenca a R, precisamos necessariamente que g1 = 0. Ou seja,
que g seja um quatérnio puro.

Neste caso, ¢*> = —||q||?.
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Definicoes importantes

Proposicao

Dado p um quatérnio unitdrio puro, isto €, p = ut+ vj+ wk,
onde u,v, w sdo numeros reais satisfazendo u® + v? + w? =1
temos que a transformagao

¢p:C—H, o¢la+bi)=a+bp

€ R-linear e define um homomorfismo injetivo entre dlgebras
7eass.

Mais ainda, todos os homomorfismos injetivos de élgebras reais
¢ : C — H tem esta forma.
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Defini¢oes importantes

Ideia da prova.

d((a+bi) + (c+ di)) =d((a + ¢) + (b + d)i)
=(a+c)+ (b+d)p
=a+bp+c+dp
=¢(a + bi) I (b(c + di)

d(Ma + bi)) =Ae(a + bi).

d((a+bi)(c+ di)) =¢((ac — bd) + (ad + bc)i)
=(ac — bd) + (ad + bc)p
=ac + adp + bep — bd
—=ac + adp + bep + bdp?

| =(a + bp)(c + dp).
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Defini¢oes importantes

Logo, ¢ é um homomorfismo de 4lgebras reais.
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Defini¢oes importantes

Logo, ¢ é um homomorfismo de 4lgebras reais.

Mais ainda, se ¢(a + bi) = ¢(c + di) segue que a + bp = ¢ + dp,
ou seja, a = ¢ e b = d. Portanto, ¢ é injetiva.

Consideremos ¢ : C — H um homomorfismo de algebras
injetivo qualquer.
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Definicoes importantes

Logo, ¢ é um homomorfismo de 4lgebras reais.

Mais ainda, se ¢(a + bi) = ¢(c + di) segue que a + bp = ¢ + dp,
ou seja, a = ¢ e b = d. Portanto, ¢ é injetiva.

Consideremos ¢ : C — H um homomorfismo de algebras
injetivo qualquer. Temos que,

pla+bi) = p(a) + p(bi) = p(a- 1) + bp(i) = ap(1) + bp(i).
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Definicoes importantes

Logo, ¢ é um homomorfismo de 4lgebras reais.

Mais ainda, se ¢(a + bi) = ¢(c + di) segue que a + bp = ¢ + dp,
ou seja, a = ¢ e b = d. Portanto, ¢ é injetiva.

Consideremos ¢ : C — H um homomorfismo de algebras
injetivo qualquer. Temos que,

pla+bi) = p(a) + p(bi) = p(a- 1) + bp(i) = ap(1) + bp(i).

Vejamos que,

p(z) =p(z-1) = p(2) - p(1) = (1) =1

| —1= (1) = ¢(®) = (i) - 9(i) = (p(0)*.
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Defini¢oes importantes

Pelo Exemplo anterior, temos que R(p(i)) = 0 e, entdo,
©(i)? = p?, onde p é um quatérnio puro e com p? = —1.
Como —1 = p? = —u? — v? — w?, segue que u? +v? + w? =1,

como queriamos.
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Defini¢oes importantes

Pelo Exemplo anterior, temos que R(p(i)) = 0 e, entdo,
©(i)? = p?, onde p é um quatérnio puro e com p? = —1.
Como —1 = p? = —u? — v? — w?, segue que u? +v? + w? =1,

como queriamos.

Logo,

w(a+bi) = p(a)+e(bi) = p(a-1)+bp(i) = ap(l)+bp(i) = a+bp.
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S3 como grupo

A norma dos quatérnios ||.|| : HH - R>g ¢ um homomorfismo que
nos permite ver a 3-Esfera como um subconjunto de H, da forma

S3 ={a+bi+cj+dk e H=R* :a>+ 0>+ 2 +d? =1}
={qeH: ql =1}

Também chamamos o conjunto de todos os quatérnios de norma
1 de quatérnios unitdrios.
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S3 como grupo

Para relembrar...

O espago vetorial C" é equipado com a forma hermitiana
canoénica

n
<X7 y> = Z xkglm
k=1

onde z = (1,22, - ,xy) €C" ey = (y1,¥2, -+ ,yn) € C™.

Se A é uma matriz complexa entdo A* = AT,

I Y1
Se fizermos x = :1::2 ey = y:2 entao
Tn Yn,
(x,y) =y"x.
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S3 como grupo

Para relembrar...

1]l = v/ (%, %).

<y7 X> = <X, y>‘

Definicao

Uma matriz quadrada é unitdria se A*A = AA* =1, onde I € a
matriz identidade. O conjunto de todas as matrizes unitdrias
nxné

U(n) = {A matriz complezan xn: A*A = AA* = I}.
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S3 como grupo

Uma matrizn x n A € unitdria se e so se

(Ax, Ay) = (z,y), Vax,yeC.

U(n) forma um grupo com a multiplicagao de matrizes.

Se A € U(n) entao det A é um nimero complexo de valor
absoluto 1.

SU(n):={Ae€U(n):det A =1}
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Teorema

O grupo S3, de quatérnios de norma 1, é isomorfo a SU(2),
grupo de matrizes unitdrias 2 X 2 de determinante 1.
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Uma breve volta aos quatérnios

A forma matricial do quatérnio conjugado q é dada por

zZ w| |a—bi c+di
-w z| |—-c+di a+bi

Seja ¢ = a — bi — ¢j — dk. Entéo

a.[é §]+b.[—0i 3]%[_01 g)]ﬂl.[g é]

a—bi cH+di| |z w| .
[—c—i—di a—i—bi] N [—w z] = (Mzw)"

i
Il
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Uma breve volta aos quatérnios

|
Valem as igualdades

(Mw)* (M) = (M) (M )™ = (|Z|2 + |w|2)I

" zZ —w z w 2Z+ww zw — 2w
w Zz —w =z WZ —ZW WW + 22
|2|* + |w]? 0 e s [1 0
[ 0 |ePrjwp) TR g

onde I ¢ a matriz identidade de Max2(R).
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Teorema

O grupo S3, de quatérnios de norma 1, é isomorfo a SU(2),
grupo de matrizes unitdrias 2 X 2 de determinante 1.

Ideia da prova:

a=a+bitcjtdk e My=Mariperia = {a“” _C_dz]

c—di a-—10bi
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Teorema

O grupo S3, de quatérnios de norma 1, é isomorfo a SU(2),
grupo de matrizes unitdrias 2 X 2 de determinante 1.

Ideia da prova:

a+bl —c—di
c—di a-—10bi

q=a+bi+cj+dk & Mg = Mytipctid = [

Além disso, ||q|| = 1 se e s6 se det(Myipcrid) =1 €

(Mayiverid) Mayiperid) = <= >+ + > +d* = 1.
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Temos um homomorfismo de grupos

P: 8% = SU2), o(a+bitcj+dk)=Myyiperia-
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Temos um homomorfismo de grupos

P: 8% = SU2), o(a+bitcj+dk)=Myyiperia-

e 1) é injetivo.
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Temos um homomorfismo de grupos

P: 8% = SU2), o(a+bitcj+dk)=Myyiperia-

e 1) é injetivo.
e 1) é sobrejetivo. Considerando, uma matriz complexa

A € SU(n) da forma

Z Z
A= [P A2
221 %22
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S3 = SU(2)

Temos um homomorfismo de grupos
P: 8% = SU2), o(a+bitcj+dk)=Myyiperia-

e 1) é injetivo.
e 1) é sobrejetivo. Considerando, uma matriz complexa

A € SU(n) da forma

Z Z
A= [P A2
221 %22

conseguimos provar que

q= Re(zn) = Im(zn)i -+ Re(le)j = Im(zgl)k

é tal que ¥(q) = A e, na verdade, A = M, ;.
]
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A 3-esfera como uniao de circulos

Primeiramente vamos definir algumas operacoes com os
quatérnios para torné-lo um espago vetorial complexo. Para
isso, consideremos a aplica¢ao

®:C% —H, d(z,w)=M,,

e declaremos que é a estrutura de espaco vetorial complexo
induzida por ® que queremos considerar em H, isto é, definimos
a soma e o produto escalar complexo.

Mzhwl +Mzz,w2 = le—f—zz,wl-‘rwza )\'Mz,w = M)\z,/\w-
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A 3-esfera como uniao de circulos

Proposicao

Dados p,q € H e s,t € R temos

e . q= q se e somente set € um mailtiplo inteiro de 2.

ei(s-l—t) Lq= eis . (eit . q)
Se p# q entdo e - p # €'t - q.
Entao, se considerarmos

e Rx S — S otaq) =e'q

e a proposicao anterior, ¢ é um fluxo.
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A 3-esfera como uniao de circulos

Um fluxo v € uma aplicagdo continua que satisfazem as
sequintes propriedades:

7(0,9) = ¢,
v(s+t,q) =(s,7(t, q)) para todos s,t € R.
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A 3-esfera como uniao de circulos

Definicao

Um fluxo v € uma aplicagdo continua que satisfazem as
sequintes propriedades:

7(0,9) = ¢,

v(s+t,q) =(s,7(t, q)) para todos s,t € R.

OBS: Para t € R fixado, definamos ¢:(-) = ¢(¢,). ¢ € um
homeomorfismo. Mais ainda, ¢; é um difeomorfismo.
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A 3-esfera como uniao de circulos

Definicao

Um fluxo v € uma aplicagdo continua que satisfazem as
sequintes propriedades:

7(0,9) = ¢,
v(s+t,q) =(s,7(t, Q) para todos s,t € R.

OBS: Para t € R fixado, definamos ¢:(-) = ¢(¢,). ¢ € um
homeomorfismo. Mais ainda, ¢; é um difeomorfismo.

O fluxo ¢(t,q) = €' - q é chamado de Fluxo de Hopf.
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A 3-esfera como uniao de circulos

Defini¢ao

Os conjuntos {p(t, q) : t € R} sao chamados orbitas do fluzo .

Observagao

As orbitas do fluxo sao fechadas, simples e disjuntas.
As fungoes t — o(t, q) sao periddicas.
Duas drbitas ou sao iguais ou nao se intersectam.

As orbitas do fluxo de Hopf decompoem a 3-esfera em
curvas fechadas e disjuntas que nao se reduzem a um ponto.
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A 3-esfera como uniao de circulos

Seja (z,w) € C? tal que |z|? + |w|?> = 1. O conjunto
W={\ (z,w) €eC?: XeC}

é um subespago linear complexo de dimensao (complexa) 1 em
C? que é transportado, pelo isomorfismo ®, em um subespaco
linear complexo de HL.

A imagem de W é
{A\-qeH: \eC},

onde q ¢ o quatérnio unitario com a forma matricial M, ,,.
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A 3-esfera como uniao de circulos

Como ||A-q|| = |A| - [|[g]| = ||, a interse¢@o entre o subespago W
e a 3-esfera é

WNS3={A-qeH:AeC}nS®={e" q:tcR}.

Teorema

Todas as orbitas do fluro de Hopf na 3-esfera S3 tém a forma
W N S3, onde W é um subespaco unidimensional complezxo de
H. Reciprocamente, cada intersecio W N S determina uma
unica orbita do fluxo de Hopf.
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